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摘 要:文章用计算机语言( MATLAB) 完成了常规 Kalman( 卡尔曼) 滤波和平方根滤波的实现过程，并且用实测
数据比较和分析了常规 Kalman滤波和平方根滤波在处理病态矩阵时的表现，试验验证了平方根滤波对病态矩阵
的处理具有明显的优越性。
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The Superiority Analysis of the Square － root Kalman Filter
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Abstract: With the help of MATLAB language，this paper completed the implementation process of conventional Kalman filter and the
square － root Kalman filter and then compared and analyzed their performance when dealing with pathological matrix． It verified that the
square － root Kalman filter has obvious superiority in dealing with pathological matrix．
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0 引 言
Kalman滤波应用范围广泛，设计方法也简单易行，但

它必须在计算机上执行。随着微型计算机的普及应用，
人们对 Kalman滤波的数值稳定性、计算效率、实用性和有
效性的要求越来越高。由于计算机的字长有限，使计算
中舍入误差和截断误差累计、传递，造成误差方程阵 Pk 失
去对称正定性，造成数值不稳定。在 Kalman 滤波理论的
发展过程中，为改善 Kalman滤波算法的数值稳定性，并提
高计算效率，人们提出平方根滤波、UD 分解滤波、奇异值
分解滤波等一系列数值鲁棒的滤波算法。

首先提出平方根滤波思想的是 Potter，该平方根滤波
算法经美国阿波罗登月舱的实际应用，证明是很成功的。
Bierman，Carlson和 Schmidt 等人对平方根滤波算法的发
展贡献极大。平方根滤波在轨道确定、飞行状态估计和
多传感器跟踪与辨识等方面得到了应用。传统的 Kalman
滤波是建立在模型精确和随机干扰信号统计特性已知基
础上的，对于一个实际系统，往往存在着模型不确定性或
干扰信号统计特性不完全已知，这些不确定因素使得传
统的 Kalman滤波算法失去最优性，估计精度大大降低，严

重时会引起滤波发散［1］。因此，本文就平方根滤波和常
规 Kalman滤波进行了实例比较分析，为 Kalman滤波的进
一步研究工作提供了理论支持。

1 平方根滤波

平方根滤波作为数值鲁棒的鲁棒算法。

1． 1 平方根滤波的算法

协方差∑X̂k 通常为非负定矩阵。然而，在滤波的叠
代过程中，由于计算误差等因素的影响，致使滤波协方差
不对称或负定，从而导致滤波器发散，影响滤波算法的收

敛速度和稳定性，因此，将∑X̂k 分解为: ∑X̂k = SX̂k
，式中，

SX̂k
被称为∑X̂k 的平方根矩阵，可通过 Cholesky分解获得。

在滤波过程中，用 SX̂k
代替∑X̂k 的非负定性，而且在数值

中，计算 SX̂k
的字长只需计算∑X̂k 字长的一半，就能达到

相同的精度［2］。

1． 2 平方根滤波的特点
Kalman滤波方程进行协方差矩阵的传递过程中，最

容易发生的数值问题就是由于舍入误差的影响，状态协



方差矩阵失去对称性和正定性，从而导致滤波器失效。
针对这个问题，学者们提出了平方根滤波这一方案，即在
Kalman滤波方程中不传递易失去正定性的协方差矩阵，
取而代之的是传递其平方根，这样这个分解因子的平方
在任何时候都能保证正定性。平方根滤波结合了良好的
数值特性和中等的计算负担，在工程实现中表现出优良
的性质，同时在处理异常矩阵时，它的双精度特性也能够
在滤波器性能上给出重要的改进，在航空航天领域成为
传统 Kalman滤波算法的有力替代者［6］。

2 实例分析

平方根滤波过程如下:给定初始值 X0 和 P0，对 P0 进行
UD分解得到 U0，D0 ;结合 thornton的时间更新过程给出更
新后的状态值 X和 U，D值，然后套用 bierman的量测更新
程序得到更新后的状态估计值 X。常规 Kalman 滤波只需
根据 Kalman滤波程序便可得到滤波后的状态估计值 X。

设有一常速模型如下:
状态模型为:

r[ ]v = 0 1[ ]0 0
r[ ]v + [ ]01 ω

量测模型为: z [ ]= 10
r[ ]v + v

其中

Qc = E( wwT )

R = E( vvT )

∑X̂k = SX̂k

TSX̂k

根据连续系统的离散化方法，设系统的采样间隔为
ΔT = 0． 1 ，则状态一步转移矩阵为:

Φk，k－1 = 1 ΔT[ ]0 1
Kalman滤波的状态模型和量测模型如下:

xk = Φk，k－1xk－1 + wk－1

zk = Hkxk + vk
设定常系统的各参数矩阵为:

Φ = 1 0[ ]0 1
，H = ［1 0］，Q = 0，

Pk，k－1 = 1 0[ ]0 1
，R = ε2 ( ε≤ 1)

在上述模型下，常规 Kalman滤波与平方根滤波滤波
后的仿真效果如图 1所示。

位置估计:

图 1 常规 Kalman滤波与平方根滤波位置估计比较
Fig． 1 Comparison of position estimation between

conventional Kalman filter and square － root
Kalman filter

从图 1中可以明显地看出，对于病态矩阵，常规 Kal-
man滤波仿真发散，量测值已失去修正作用，滤波估计值
与真实值偏差越来越大;而对于平方根滤波，仿真效果却
很好，在真实值附近有略微的波动，基本上能够用来模拟
真实系统的状态。

下面定量地描述两者与真实值之间的差值( 见表 1) 。
从表 1可以看出，随着滤波的递推和滤波步数的增

加，常规 Kalman滤波与位置真实值的误差越来越大，滤波
已经发散;而平方根滤波与真实值的差值却相对较小，在
真实值附近波动。由此验证了平方根滤波在处理病态矩
阵方面较常规 Kalman滤波的优越性。

表 1 常规 Kalman滤波与平方根滤波仿真差值数据比较
Tab． 1 Comparison of emulation difference between conventional Kalman filter and square － root Kalman filter

编号 1 2 3 4 5 6 7

Kalman滤波与位置差值 2． 708 0． 690 0． 847 1． 596 2． 060 2． 610 3． 048

平方根滤波与位置差值 2． 706 0． 063 0． 089 0． 031 0． 018 0． 019 0． 056

下面通过滤波增益矩阵 K 来解释具体原因 ( 如图 2
所示) 。

从图 2 中可以看出，常规 Kalman 滤波与平方根滤波
增益矩阵变化趋势基本一致，但也有不同，对最后的趋势
进行局部的放大，得到图 3所示的结果。

从图 3 可以看出，由于实际模型为病态模型，导致随
着滤波的递推进行，对于常规 Kalman 滤波，增益矩阵 K

逐渐趋近于零，即增益矩阵的加权作用逐步丧失，使得量
测值失去修正作用，最终导致滤波发散; 相反，平方根滤
波的增益矩阵 K最后趋于恒定值 0． 016 2，对量测值的修
正作用继续有效，使得滤波能正常进行，滤波估计值与真
实值之间的误差越来越小，从而抑制了滤波发散。

结合图 1 ～图 3和表 1可以看出，平方根滤波不但可
以保证协因数阵 Pk 的对称正定性，而且对于病态矩阵，也
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图 2 常规 Kalman滤波与平方根滤波增益矩阵比较
Fig． 2 Comparison of gain matrix between

conventional Kalman filter and
square － root Kalman filter

图 3 增益矩阵局部比较图
Fig． 3 Local comparison of the gain matrix

具有很好的处理效果，这都是常规 Kalman 滤波所不能达
到的。

3 结束语

平方根滤波比常规 Kalman滤波有较好的仿真效果，

基本上能够用来模拟真实系统的状态。通过病态矩阵模
型实例验证了平方根滤波较常规 Kalman滤波有明显的优
越性。同时，通过增益矩阵进一步验证了上述结果。

平方根滤波拥有更高的滤波精度，为火箭、飞机导航
系统的设计起着重要作用，此外，还为惯性导航、制导系
统、全球定位系统、目标系统、通信与信号过程、金融、电
机等软件的开发提供了可靠的工具，为相关领域的科学
研究作出了宝贵的贡献。平方根滤波除了可应用在随机
最优控制问题和故障诊断等专业领域外，还将促进软件
以及仪器市场的发展壮大和新产品的开发。
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