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新适定模型的提出及分类扩散

李彦宝1，姜广峰1，王治强2，刘薇2

1． 北京化工大学理学院，北京 100029; 2． 中国科学院光电研究院，北京 100190

摘 要: 提出一种新的适定滤波模型和一个可以滤除混合噪声的滤波方法。分析并讨论 Perona 和 Malik ( PM) 模

型中的传导系数函数，该函数对边缘的敏感性较强，是 PM 模型为不适定方程的主要原因。修改传导系数函数的敏

感性后，得到适定的各向异性图像扩散模型，具备不适定模型所不具有的双扩散项和扩散因子的形式。根据滤波

方程特点将模型分为平滑模块和抑噪模块，分离了平滑和抑噪两个物理过程，从而提升了图像的光滑性和降低了

图像的噪声。在实际图像上的实验结果表明，新的滤波算法对混合噪声的滤波效果优于一些经典的图像扩散

算法。
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Abstract: A posed model and a new diffusion method are introduced． After analyzing the diffusion coefficient function of
the Perona＆Malik( PM) model，We found that it is too sensitive at edges，which is the main reason for the PM model’s ill-
posing． Doing some amendments to the function，we got a posed anisotropic diffusion model． Our new model has a better
form for double diffusions and filter factors，which the ill-posed models don’t have． We divided the model into two different
modules: a smoothing module and a denoising module． The two modules separate the operations of smoothing and denoising．
As a result，Our new method can improve the impression of smoothness and reduce the noise remove． Our experiments on
real images show that the proposed algorithm outperforms many typical image diffusion algorithms on visual effects．
Key words: partial differential equation( PDE) ; smoothing and denoising; direction of the image feature; anisotropic diffusion

0 引 言

偏微分方程( PDE) 是图像滤波领域的重要工具

之一。基于 PDE 的图像滤波分为各向同性滤波和

各向异性滤波，各项同性滤波近似于线性滤波，往往

在滤除噪声的同时丢失一些图像细节信息; 各向异

性滤波作为当前最热的研究方向之一，滤波时对边

缘和非边缘上的像点采用不同的滤波策略，从而既

可以保护细节又能降低噪声。
从 Perona 和 Malik 提出各向异性扩散算法( PM

扩散算法［1］) 开始，大量基于 PDE 图像扩散算法被

提出，如解决与周围像素差异较大的边缘噪声的滤

除、PM 方程不稳定性等问题。Catte 等人［2］提出一

种具有自适应性选择光滑的模型，但 Alvarez 等人［3］

指出当 σ→ 0 时，该模型并不稳定，对噪声边缘的抑
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制效果也非常不佳。Weickert 等人［4-5］正则 PM 方

程后得到的一致性滤波模型，提升了对弱边缘的保

护，但仅适用于纹理图像。Gilboa 等人提出了向前

向后滤波方法［6］和复数域扩散［7］，前者将图像滤波

带入了复数领域，后者采用更为复杂的传导因子，使

平滑和锐化同时进行。
图像处理中的不适定问题或称反问题的研究，

是国际上的热点问题。目前研究人员过多地关注模

型如何正则化，忽视了引起模型不适定性的具体原

因。根据引起不适定性的原因，得到一个适定的模

型，是一条值得去做的思路，同样是本文的出发点。
另外，使用平滑的理念滤除噪声，处理后图像可

能不十分光滑。本文将新提出的模型分为抑噪模块

和平滑模块。抑噪模块采用数值计算的方法近似图

像特征方向［8］，向特征方向扩散就是较少地破坏边

界下抑制噪声，使其变为小噪声。平滑模块主要处

理差异较小的小噪声，使得图像更加光滑。由于分

离了平滑和抑噪两个物理过程，从而既提高了图像

的光滑度又滤除了噪声。
数学在图像滤波领域内的蓬勃发展［9-12］进一步

扩展了偏微分方程的应用范围。

1 病态性研究及新滤波方程

1． 1 病态性研究

图像的扩散算法基于以下 PDE:
tu = div( h u) ( 1)

式中，u 是图像函数，t 是关于时间的一阶导数，

是梯度运算符，h 为传导系数函数［1］。经典的 PM

方程的传导函数为 h( | u | 2 ) = 1

1 + | u | 2

a( )2

。

传导函数的变量 | u | 是一种经典的边缘预测算

子，取值为 0 时为非边缘，取值为 1 时为强边缘［1］。
在滤波中常参量 a 取值为边缘阈值( 边缘阈值，非边

缘和弱边缘的分割线) ，即所有 | u | ＞ a ＞ 0 的像

素点为边缘点，其他像点为非边缘点。观察 1 维情

形下的 PM 方程

tu = d
dx( h( ux

2 ) ux ) =

( 2h'( ux
2 ) ux

2 + h( ux
2 ) ) uxx =

1 －
ux

2

a2

1 +
ux

2

a( )2

2uxx ( 2)

处理边缘点，即 ux ＞ a 时，有 h'( ux
2 ) ＜ 0，

h ( ux
2 ) ＞ 0，但是

1 －
ux

2

a2

1 +
ux

2

a( )2

2 ＜ 0 。式( 2 ) 为

逆扩散方程，由此可见，h' ux( )2 是导致方程成为

病态方程的主要原因，即传导函数对边缘点过于敏

感导致 PM 方程为不适定方程。
1． 2 传导函数的改进

针对上述提出的问题，提出改进的传导函数，该

传导函数为

q( u 2 ) = 1

1 + u
b

( 3)

对应的扩散方程为

tu = ·
u

1 + u






b

( 4)

式( 4) 可以从一个最小正则能量模型中得到，该最

小能量模型为

min
u ∫Ω u

b － ln 1 + u( )( )b
dxdy ( 5)

由于最小能量模型不是本文的重点，因此本文不再

赘述。
为了更加客观地比较两个传导函数的敏感性，

不妨先假设两者的边缘阈值相等，即 a = b，于是

q'( u 2 ) = － 1

1 + u( )b
2

1
2b u

( 6)

h'( ux
2 ) = － 1

a2 1 +
ux

2

a( )2

2 ( 7)

则有 q( u 2 ) ＜ h'( ux
2 ) ，即本文提出的

传导因子对边缘的敏感性低于 PM 传导因子。
1． 3 新滤波方程的适定性

由于不能直接判断式( 4 ) 是否为适定性方程，

将式( 4) 进一步分解得

tu =
－ · u( )b

u

1 + u( )b
2 + 1

1 + u
b

Δu ( 8)

定理 光滑函数 f: Rn → R，且令 N 代表梯度向

量，fNN 代表函数 f 在梯度方向的二阶导数，则有

fNN =
( f ) · f

f ( 9)
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证明 假设 Rn 的基础坐标系为{ xi} i = 1，2，…，n，则

任意 方 向 s 的 方 向 导 数 为 fs = Σ
n

i = 1
fxiα i，其 中

{ α i} i = 1，2，…，n 为方向 s 的方向余弦，则有

fss =
fs
s

= Σ
n

j = 1
αj

xj

fs =

Σ
n

j = 1
αj

xj
Σ

n

i = 1
fxiαi = Σ

n

j = 1
Σ

n

i = 1
fxixjαjαi ( 10)

对于梯度向量 N，方向余弦有如下等式成立:

αi =
fxi

f
于是

fNN = 1
f 2Σ

n

j = 1
Σ

n

i = 1
fxixj fxi fxj ( 11)

等式右边

f· ( f )
f = 1

2 f 2Σ
n

j = 1
fxj

xj
Σ

n

i = 1
f 2xi =

1
f 2Σ

n

j = 1
Σ

n

i = 1
fxixj fxi fxj ( 12)

观 察 式 ( 11 ) ( 12 ) 可 以 得 到 fNN =
( )f · f

f ，得证。

应用定理于 PDE 方程式( 8) 得

tu =
－ u

b

1 + u( )b
2uNN + 1

1 + u
b

Δu( 13)

假 设 T 为切向量族( 垂直于梯度方向的子空间) ，则

有 Δu = uNN + uTT ，于是方程式( 13) 可转化为

tu = 1

1 + u( )b
2Δu +

u
b

1 + u( )b
2uTT ( 14)

式中， 1

1 + u( )b
2 和

u

b 1 + u( )b
2 均是恒大

于零的函数，两个扩散项 Δu 和 uTT 均不会出现逆扩

散现象，从而避免了由逆扩散引起的不适定性。

2 扩散分析及离散化

2． 1 新滤波因子

在方程( 14) 中存在各向同性扩散流 Δu 和切向

扩散流 uTT，控制它们的扩散速度分别为如下两个

滤波控制因子:

p( u 2 ) = 1

1 + u( )b
2 ( 15)

q( u 2 ) =

u
c

1 + u( )c
2 ( 16)

式( 15) 中，p( u 2 ) 如图 1 所示，随 u 的增

大而减少。边缘可能性越强，梯度值即 u 越大，

在 p( u 2 ) 的作用下使得扩散项的扩散程度越

小，从而可以保护边缘。由于这种保护边缘的性质，

本文称 p( u 2 ) 为保护滤波因子。同样的边缘阈

值下，PM 滤波因子和保护滤波因子有如下关系:

0 ＜ p( u 2 ) ＜ h( u 2 ) ， p( b2 ) = h( b2 )
2

即保护滤波因子对边缘的保护能力优于 PM 滤波因

子，特别是对弱边缘的保护效果。

图 1 滤波因子随 u 的变化趋势( b = 0． 1，c = 0． 1)

Fig． 1 Filter factors followed the trend of u
( b = 0． 1，c = 0． 1)

然而，式( 16 ) 中，q( u 2 ) 随 u 增大

而先增大后减小，并且在 c 处取到最大值 q( c2 ) =
1 /4，其影响是 q( u 2 ) 控制扩散项对 u ≈
c 的像素做最大程度滤波。实际应用中可以灵活地

选择 c 的取值，对我们所关心的地方做进一步滤波。
由于这种选择边缘的性质，本文称 q( u 2 ) 为选

择滤波因子。
2． 2 扩散方法

为了方便，将式( 14) 分为两个模块，扩散流 Δu
和保护滤波因子统称为平滑模块，另一组称为抑噪

模块。平滑模块主要滤除与周围像素差异较小的噪
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声，实现平滑图像的功能; 抑噪模块主要是处理图像

边缘处的噪声及与周围像素差异较大的噪声等，降

低噪声的幅度。
平滑模块主要作用为光滑图像。保护滤波因子

具有保护边缘的性质，当采用的边缘预测算子不会

漏检边界时，滤波时模块更容易保持图像边缘的前

提下滤除幅值较小的小噪声。本模块采用的扩散方

法为各向异性扩散方案［1］，离散方法如下:

p( uk
i，j

2 ) Δuk
i，j = α( MN Nuk

i，j + MS Suk
i，j +

MW Wuk
i，j + ME Euk

i，j ) ( 17)

Nuk
i，j = uk

i－1，j － uk
i，j， Suk

i，j = uk
i+1，j － uk

i，j

Wuk
i，j = uk

i，j －1 － uk
i，j， Euk

i，j = uk
i，j +1 － uk

i，j

MN = p( Nuk
i，j

2) ，MS = p( Suk
i，j

2)

MW = p( Wuk
i，j

2) ，ME = p( Euk
i，j

2










)

( 18)

式中，ui，j 代表像点( i，j) 的灰度值，k 为迭代次数

( 下同) 。滤波因子和扩散项被分解成为 4 个一阶

扩散项之和。每个扩散项对应的边缘预测方法为相

应的一阶导数，这种预测方法不会漏检边界但对噪

声较为敏感，会将强噪声如边缘噪声等预测为边缘。
在保护滤波因子的作用下，扩散项仅可以滤除平坦

区域及部分沿边缘走向的小噪声而维持边缘信息及

强噪声，从而实现光滑图像的功能。
抑噪模块中，选择滤波因子对边缘预估值为 c

的边缘保护程度最低，扩散流是向图像的特征方向

扩散，具有保护边缘的性质。滤波因子及扩散流具有

的这种独特的性质，允许在处理图像时灵活变更 c
的取值，使模型在平坦区域、弱边缘甚至是在强边缘

处抑噪而不破坏或者较少地破坏边缘，从而能够处

理一些平滑模块无法处理的噪声，如噪声边缘等。
模块中的边缘预测可以选用两种方案: 一种是

对噪声较为敏感的方案。该方案可将幅值较大的噪

声预测为强边缘，滤波时只需要控制本模块中的扩

散项在强边缘处扩散，降低噪声的幅度，最后由平滑

模块彻底滤除噪声。由于本模块在强边缘处扩散，

会或多或少地破坏边缘的信息，因此，本方案仅适用

于处理以椒盐噪声为主的混合噪声图。
另一种是对噪声不敏感的方案。这些方案通常

将孤立的强噪声预测为内点或弱边缘，类似的控制

扩散项在弱边缘扩散，降低强噪声的幅度以供平滑

模块处理。本方法适用性较强，可以抑制各种类型

的噪声，但处理存在连续强噪声的噪声图时，容易将

这些连续的噪声遗留下来。

采用同为对噪声敏感或者不敏感的边缘预测方

法，处理后的效果基本相同，因此，本文选用了两个

比较有代表性的边缘预测方案即跳点梯度模和梯度

模［13］

L* ui，j =

( ui+1，j － ui－1，j )
2 + ( ui，j +1 － ui，j －1 )槡 2

( 19)

ui，j =

( ui+1，j － ui，j )
2 + ( ui，j +1 － ui，j )槡 2 ( 20)

图像不可避免地存在不连续性，不能准确地找

到切向。本文采用图像的特征方向［9］近似切向，特

征方向由以下 4 个约束条件得到:

1) 离散图像任意像素的特征方向始终在 0，π4 ，

π
2 和

3π
4 方向上。

2) 在条件 1) 中叙述的 4 个方向中，特征方向的

两个邻点的绝对差，是位于其他方向邻点的绝对差

中较小的。
3) 条件 1) 中叙述的方向中，特征方向的二阶导

数的绝对值低于其他方向。

4) 其中 π
4 和

3π
4 两个方向的权值低于另外两个

方向的权值。
根据条件 1) 可以确定 uTT ，可以离散化为以下

4 种情况:

uTTij =

( ui+1，j + ui－1，j － 2ui，j )
2

( ui，j +1 + ui，j －1 － 2ui，j )
2

( ui+1，j －1 + ui－1，j +1 － 2ui，j )

槡2 2
( ui+1，j +1 + ui－1，j －1 － 2ui，j )

槡

















2 2

( 21)

结合条件 2) —4) ，得到如下求切向判断条件

min{ ω uσ i +1，j
+ uσ i －1，j

－ 2uσ i，j
+ uσ i +1，j

－ uσ i －1，j
，

ω uσ i，j +1
+ uσ i，j －1

－ 2uσ i，j
+ uσ i，j +1

－ uσ i，j －1
，

ω uσ i +1，j －1
+ uσ i －1，j +1

－ 2uσ i，j
+ uσ i +1，j －1

－ uσ i －1，j +1
，

ω uσ i +1，j +1
+ uσ i －1，j －1

－ 2uσ i，j
+ uσ i +1，j +1

－ uσ i －1，j －1
} ( 22)

式中，uσ 代表采用高斯滤波后的图像。滤波时，首

先计算高斯滤波后图像每个像素在式( 22 ) 中的最

小值，根据最小值选取式( 21) 对应的 uTT 的离散化
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策略。当计算的最小值为 ω uσi+1，j
+ uσi－1，j

－2uσi，j
+

uσi+1，j
－ uσi－1，j

时，则uTTij 离散化为
( ui+1，j + ui－1，j －2ui，j)

2 ，

其他情形依此类推。为了方便，本文用函数 s( uk
TTi，j )

代替 k 次迭代后像点( i，j) 采用的离散方案。则抑噪

模块选用跳点梯度模可得

βq( L* uk
i，j

2 ) s( uk
TTi，j ) ( 23)

选用梯度模则可离散化为

βq( uk
i，j

2 ) s( uk
TTi，j ) ( 24)

根据上述结论，可以将微分方程( 14) 离散化为

两种方案，由式( 17) ( 23) 可以得到本文方法 1。
uk + 1
i，j － uk

i，j = α( MN Nuk
i，j + MN Nuk

i，j +
MN Nuk

i，j + MN Nuk
i，j ) +

βq( L* uk
i，j

2 ) s( uk
TTi，j ) ( 25)

综合式( 17) ( 24) 可以得到本文方法 2。
uk+1
i，j － uk

i，j = α( MN Nuk
i，j + MN Nuk

i，j + MN Nuk
i，j +

MN Nuk
i，j ) + βq( uk

i，j
2 ) s( uk

TTi，j ) ( 26)

当 0 ＜ α ＜ 1
4 ，0 ＜ β ＜ 2 时，式( 25) ( 26) 两迭代方

程是稳定的。

3 模拟计算

本文先实现了 PM 滤波、选择性滤波、一致性滤

波、中值滤波、高斯滤波及两个本文方法，然后对两

幅真实图像添加不同程度的噪声，最后分别处理后

进行了对比。
图 2 中的噪声图为先添加了标准差为 0． 1 的高

图 2 各种算法处理椒盐噪声较小的图像结果对比

Fig． 2 Diffusion results of various algorithms on image with a little Salt＆Pepper noise
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斯噪声后，又添加了概率为 0． 01 的椒盐噪声。而

图 3中的噪声为添加了标准差为 0． 1 的高斯噪声

后，又添加了概率为 0． 25 的椒盐噪声。表 1 为对

图 2( b) —( i) 及 图 3 ( b ) —( i ) 采 用 峰 值 信 噪 比

( PSNR) 评价后的结果。
PM 滤波( 图 2 及图 3 ( c) ) 在图 2 ( c) 中基本滤

除高 斯 噪 声，而 大 部 分 椒 盐 噪 声 都 被 保 留 下 来;

图 3( c) 中虽然图像发生了变化，但是并没有提升视

觉效果。PM 滤波处理混合噪声的效果是上述其他

算法中最差的，表 1 中图像评价结果验证了这一结

论，PM 滤波的两个 PSNR 值均是低的。
选择性滤波( 图 2 及图 3 ( d) ) 能有效地滤除高

斯噪声及部分椒盐噪声，但处理噪声边缘较多噪声

图时边缘的保护效果不理想，如图 3 ( d) 所示。从

图 3 各种算法处理较多椒盐噪声的真实图像

Fig． 3 Diffusion results of various algorithms on image with lots of Salt＆Pepper noise

表 1 图 2 及图 3 中( b)—( i) 的峰值信噪比

Table 1 PSNR valued images in Fig． 2( b)—( i) and Fig． 3( b)—( i)

噪声图 PM 滤波 选择性滤波 一致性滤波 中值滤波 高斯滤波 本文方法 1 本文方法 2

图 2 44． 04 50． 99 52． 57 53． 14 54． 35 53． 23 55． 05 57． 64

图 3 25． 17 28． 68 43． 31 36． 06 48． 93 45． 68 56． 83 51． 32
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选择性滤波 PSNR 亦可以观察到选择性滤波抑制噪

声边缘的效果优于 PM 滤波。
一致性滤波( 图 2、图 3 中( e) ) 将椒盐噪声和边

缘以纹理的形式表示，从而既没有滤除椒盐噪声，又

使得边缘发生了畸变。由于一致性扩散是切向扩散

而选择性滤波四周扩散，加上噪声及图像内容等客

观原因，造成图 2 一致性滤波的 PSNR 高于选择性

滤波，图 3 选择性滤波的 PSNR 高于一致性滤波的

现象。
高斯滤波( 图 2、图 3 中( f) ) 既能滤除高斯噪

声，又能抑制椒盐噪声，但是不能保护边界。
中值滤波( 图 2、图 3 中( g) ) 有效地抑制了椒盐

噪声，仅 仅 是 处 理 高 斯 噪 声 的 效 果 不 理 想。从

PSNR 可以得到，中值滤波处理混合噪声的效果仅

次于本文方法。
本文方法 1 和方法 2( 图 2、图 3 中( h) ) 既能有

效地滤除高斯噪声和椒盐噪声，又能很好地保护边

缘，图像的光滑度也得到了提升，PSNR 值高于其他

算法，优于其他经典滤波方法。图 2 的噪声图中椒

盐噪声较少，方法 2 既能有效滤除椒盐噪声，又能非

常好地保护边缘，而方法 1 虽然也滤除了椒盐噪声，

但较前者破坏了边缘信息，故方法 1 的 PSNR 值低

于方法 2。而图 3 的噪声图受椒盐噪声的影响较

大，方法 1 有效地抑制了椒盐噪声，而方法 2 处理后

还遗留了少部分椒盐噪声，从而方法 1 的 PSNR 值

明显高于方法 2。

4 结 论

若传导系数函数对边缘过于敏感，则会导致滤

波方程的扩散系数变为负值，从而使方程出现逆扩

散现象。本文通过修改滤波模型中的传导系数函数

后，得到适定的滤波模型，具备了不适定模型所不具

有的双扩散项及双滤波因子的形式。
另外，滤波 方 程 中 的 两 个 滤 波 模 块，其 中 平

滑模块的作用为采用各向异性扩散平滑图像，抑

噪模块的主要作用为抑制噪声边缘，根据图像中

噪声的不同而选用不同的边缘预测方案，进而达

到抑制不 同 噪 声 的 效 果。峰 值 信 噪 比 评 价 方 案

进一步验证 了 本 文 提 出 的 两 个 方 法 优 于 一 些 经

典的滤波方法。
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