
第４１卷　第１期 测　绘　学　报 Ｖｏｌ．４１，Ｎｏ．１
　２０１２年２月 Ａｃｔａ　Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ　ｅｔ　Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ　 Ｆｅｂ．，２０１２

ＺＨＯＵ　Ｙｏｎｇｊｕｎ，ＺＨＵ　Ｊｉａｎｊｕｎ，ＤＥＮＧ　Ｃａｉｈｕａ．Ｔｈｅ　Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ　ｂｅｔｗｅｅｎ　Ｒｏｗ－ｗｉｓｅｄ　Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ　Ｓｑｕａｒｅｓ　ａｎｄ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
Ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ｗｉｔｈ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ　ｅｔ　Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ，２０１２，４１（１）：４８－５３．（周拥军，朱建军，邓才华．附参数的条件
平差与按行独立的 ＷＴＬＳ估计的一致性研究［Ｊ］．测绘学报，２０１２，４１（１）：４８－５３．）

附参数的条件平差与按行独立的加权总体最小二乘法估计的一致性研究
周拥军１，朱建军２，邓才华２

１．上海交通大学 船舶海洋与建筑工程学院，上海２００２４０；２．中南大学 地球科学与信息物理学院，湖南 长沙４１００８３

Ｔｈｅ　Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ　ｂｅｔｗｅｅｎ　Ｒｏｗ－ｗｉｓｅｄ　Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｔｏｔａｌ　Ｌｅａｓｔ　Ｓｑｕａｒｅｓ　ａｎｄ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
Ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ｗｉｔｈ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ＺＨＯＵ　Ｙｏｎｇｊｕｎ１，ＺＨＵ　Ｊｉａｎｊｕｎ２，ＤＥＮＧ　Ｃａｉｈｕａ２

１．Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｎａｖａｌ　Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，Ｏｃｅａｎ　ａｎｄ　Ｃｉｖｉｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　Ｊｉａｏｔｏｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２００２４０，Ｃｈｉｎａ；２．Ｓｃｈｏｏｌ

ｏｆ　Ｇｅｏｓｃｉｅｎｃｅｓ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏ－Ｐｈｙｓｉｃｓ，Ｃｅｎｔｒａｌ　Ｓｏｕｔｈ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｓｈａ４１００８３，Ｃｈｉｎａ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｍｏｄｅｒｎ　ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，ｂａｓｅｌｉｎｅｓ　ａｎｄ　ｐｏｉｎｔ　ｃｌｏｕｄｓ　ａｒｅ　ｏｒｉｇｉｎａｌ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｕｓｕａｌｌｙ　ｇｉｖｅｎ　ｉｎ　ａｎ　ｉｍｐｌｉｃｉｔ　ｗａｙ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｓｈｏｕｌｄ　ｂｅ

ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ　ａｓ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ｗｉｔｈ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ｂｕｔ　ｉｎ　ｍｏｓｔ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ａｒｅ　ｎｏｔ　ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ

ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｗａｙ，ｔｈｅ　ｔｏｔａｌ　ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｒｅｓｉｄｕａｌ　ｅｒｒｏｒ　ｌｅａｓｔ－ｓｑｕａｒｅｓ　ａｒｅ　ｏｆｔｅｎ　ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ　ｔｏ　ｒｅｓｏｌｖｅ　ｓｕｃｈ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｔｈｅ　ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｒｏｗ－ｗｉｓｅｄ　ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｔｏｔａｌ　ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ｗｉｔｈ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｒｅ　ｖｅｒｉｆｉｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｍｏｔｅ　ｔｈｅ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ　ｏｎ　ｍｏｄｅｒｎ　ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ　ｄａｔａ　ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　ｗｉｔｈ　ＴＬＳ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ

ｍｅｔｈｏｄｓ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｅｒｒｏｒ－ｉｎ－ｖａｒｉａｂｌｅｓ（ＥＩＶ）ｍｏｄｅｌ；ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ；ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ　ｗｉｔｈ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ；ｒｏｗ－
ｗｉｓｅｄ　ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｔｏｔａｌ　ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅ（ＲＷＴＬＳ）

摘　要：以按行独立的变量含误差模型为背景，介绍附参数条件平差方法和按行独立的加权总体最小二乘方法在解决这

类问题的原理以及精度估计方法，证明二者估计结果是一致的。旨在揭示总体最小二乘法与经典平差方法的关系，推广

总体最小二乘及其扩展方法在现代测量数据处理中的应用。
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１　引　言

经典测量平差方法是假设观测误差服从正态

分布，以观测值的加权最小二乘条件为目标函数，
以观测值与参数之间的函数模型线性化为约束条

件，并根据约束条件的不同形式得到各种平差模
型。文献［１］于２０世纪８０年代提出了统一的平
差模型———附限制条件的条件平差法，经典摄影
测量平差理论均以此模型为基础。由于附限制条
件的条件平差问题解算较复杂，目前诸多测量平
差软件和理论大多以间接平差模型为基础，现代
测量平差与数据处理理论仍然是以高斯－马尔可
夫模型为核心，通过该模型在不同层面上的扩充、
发展形成的若干新理论、新方法［２－３］。近年来虽然
出现了一些扩展模型，但应用上仍相对较少［４－６］。
近年来，国内外许多学者采用总体最小二乘（ｔｏｔａｌ

ｌｅａｓｔ　ｓｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）估计方法解算诸如曲线拟合、
坐标变换等问题［７－１０］。ＴＬＳ法是文献［１１］于

１９８０年提出的对线性变量含误差（ｅｒｒｏｒｓ－ｉｎ－
ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＩＶ）模型的参数估计方法，该方法考
虑了系数矩阵的误差，是一种不同于经典测量平
差原理的新方法。文献［１２］从理论上证明：对于

Ｙ≈Ｄθ（Ｙ、Ｄ分别表示含误差的系数矩阵，θ表示
待估计参数）的线性ＥＩＶ模型，当增广系数矩阵
［Ｄ　Ｙ］的所有元素均服从独立等精度分布时，

ＴＬＳ方法与经典最小二乘的估计结果一致。但
这种假设在实际应用中往往不成立，因此需要采
用加权总体最小二乘方法（ｗｅｉｇｈｔｅｄ　ｔｏｔａｌ　ｌｅａｓｔ
ｓｑｕａｒｅｓ，ＷＴＬＳ）。由于实际问题中系数矩阵元
素间的方差关系极为繁杂且难以准确求定，文
献［１３］根据系数矩阵权的结构将加权总体最小二
乘问题简化为：广义 ＴＬＳ 方法、按元素独立
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（ｅｌｅｍｅｎｔ－ｗｉｓｅ）的 ＷＴＬＳ方法、按列独立 （ｃｏｌｕｍｎ－
ｗｉｓｅ）的 ＷＴＬＳ方法、按行独立（ｒｏｗ－ｗｉｓｅ）的

ＷＴＬＳ方法等，在已有的应用中往往采用简化权
结构或等价权［１４－１６］方法解决具体问题。而许多
包含不等精度观测值的ＥＩＶ模型如曲线拟合、坐
标变换、直接线性变换等可近似假定条件方程间
独立或分块独立，从而简化为ＲＷＴＬＳ问题。本
文以按行独立的ＥＩＶ函数模型为背景，给出了利
用ＲＷＴＬＳ方法和附参数的条件平差方法在解
决该问题的原理和解算方法，证明二者的平差结
果是一致的，最后以两个典型实例验证。

２　附未知参数的条件平差模型及其解法

对于经典测量平差问题，设观测值的总个数
为ｍ，必要观测数为ｔ，此时多余观测数ｒ＝ｍ－ｔ，
若引入ｕ个独立的参数，可以列出ｃ＝ｒ＋ｕ个条
件方程式，用珟Ｌ∈Ｒｍ×１表示观测值真值，珘θ∈Ｒｕ×１

表示参数，函数模型可表示为

Ｆ（珟Ｌ，珘θ）
ｃ×１

＝０ （１）

由于观测值有误差，从而导致参数也含有误
差，因而也称为ＥＩＶ模型［１１］。设观测值Ｌ＝珟Ｌ＋
Δ（Ｌ表示观测值，Δ表示误差），测量平差的目的
就是找到最佳估计值θ^。经典测量平差理论以Δ
服从数学期望为零的正态分布为前提，以Ｃ［Ｌ］∈
Ｒｍ×ｍ表示观测值的协方差阵，Ｌ 的概率密度函
数为

ｐｄｆ（Ｌ）＝ １
（２π）ｍ／２｜Ｃ［Ｌ］｜１／２

ｅｘｐ｛－１２
（Ｌ－珟Ｌ）ＴＣ［Ｌ］－１（Ｌ－珟Ｌ）｝（２）

式（１）称为函数模型；式（２）称为随机模型。由于
珟Ｌ未知，Δ也无法获取，用Ｌ^表示观测值的估值，Ｖ
表示观测值改正数，二者之间的关系为：^Ｌ＝Ｌ＋
Ｖ，在有多余观测值的情况下，参数θ^的最大似然
估计等价于最小二乘估计［１］

ａｒｇｍｉｎ
θ^
ＶＴＰＶ （３）

式中，Ｐ表示观测值的权阵，与协方差阵的关系为

σ２０Ｐ－１＝Ｃ［Ｌ］（σ２０ 表示单位权方差），Ｑ＝Ｐ－１称为
协因数阵。经典测量平差问题是以式（３）为目标
函数，以式（１）为约束条件的最优化问题。令θ^＝
θ０＋δθ（θ０ 表示初值，δθ表示初值与估值之间的
差值），同时考虑观测值和参数的误差，将式（１）线
性化，得到其一般形式为

ＡＶ＋Ｂδθ＋ｆ＝０ （４）

式中

Ａ
ｃ×ｍ
＝ＦＬ Ｌ，θ０

＝

Ｆ１
Ｌ１

… Ｆ１
Ｌｍ

 

Ｆｃ
Ｌ１

… Ｆｃ
Ｌ

熿

燀

燄

燅ｍ

Ｂ
ｃ×ｎ
＝Ｆθ Ｌ，θ０

＝

Ｆ１
θ１

… Ｆ１
θｎ

 

Ｆｃ
θ１

… Ｆｃ
θ

熿

燀

燄

燅ｎ
ｆ
ｃ×１
＝Ｆ（Ｌ，θ０）

综合式（３）、式（４）得到附参数的条件平差
模型

ｃｏｓｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ：ＶＴＰＶ→ｍｉｎ

ｓ．ｔ．ＡＶ＋Ｂδθ＋ｆ
烍
烌

烎＝０
（５）

式（５）是一个求条件极值问题，按拉格朗日乘
数法求条件极值的原理

ＶＴＰＶ－２ＫＴ（ＡＶ＋Ｂδθ＋ｆ）→ｍｉｎ （６）
式中，Ｋ∈Ｒｃ×１表示联系数，将上式分别求Ｖ、δθ、

Ｋ偏导并令其等于０，得到［１］

Ｋ＝－（ＡＱＡＴ）－１（Ｂδθ＋ｆ）

δθ＝－［ＢＴ（ＡＱＡＴ）－１　Ｂ］－１　ＢＴ（ＡＱＡＴ）－１　ｆ
Ｖ＝－ＱＡＴ（ＡＱＡＴ）－１（Ｂδθ＋ｆ

烍
烌

烎）
（７）

根据误差传播定律得到参数的协方差阵为

Ｃ［^θ］＝^σ２０［ＢＴ（ＡＱＡＴ）－１　Ｂ］－１ （８）
用ｄｆ表示自由度，在经典测量平差问题中

等于多余观测数，即ｄｆ＝ｒ＝ｃ－ｕ，单位权中误差

σ^２０ 为

σ^２０＝Ｖ
ＴＰＶ
ｄｆ

（９）

３　按行独立的加权总体最小二乘方法

简单总体最小二乘问题通常可表示为求解一

个Ｙ≈Ｄθ形式的超定方程，若在函数模型中引入
全部参数，此时ｕ＝ｔ，条件方程个数ｃ＝ｒ＋ｕ＝ｍ，
即条件方程的个数等于观测值的个数，若只考虑
参数的误差，将式（１）在参数初值处线性化，式（４）
可写成

Ｂδθ＋ｆ≈０ （１０）
此时，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ；δθ∈Ｒｎ×１；ｆ∈Ｒｍ×１。由于ｍ≥ｎ，
因此求解δθ的问题是一个求解超定方程解的问
题。仅考虑ｆ的误差，在ΔｆＴΔｆ→ｍｉｎ准则下的
估计称为简单最小二乘估计，同时考虑Ｂ和ｆ的

９４
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误差在ｔｒ（ΔＢＴΔＢ）＋ΔｆＴΔｆ→ｍｉｎ准则下的参数
估计称为简单ＴＬＳ估计，得到的参数分别为［１１］

δ^θＬＳ＝－（ＢＴＢ）－１　ＢＴｆ
δ^θＴＬＳ＝－（ＢＴＢ－σｎ＋１Ｉ）－１　ＢＴ

烍
烌

烎ｆ
（１１）

令珚Ｂ＝［Ｂ　ｆ］∈Ｒｍ×（ｎ＋１），δ珔θ＝［δθＴ　１］Ｔ∈
Ｒ（ｎ＋１）×１，σｎ＋１ 为珚ＢＴ珚Ｂ的最小特征值。将珚ＢＴ珚Ｂ进行

奇异值分解，即珚ＢＴ珚Ｂ＝ＵΣＶＴ ＝∑
ｒ

ｉ＝１
σｉｕｉｖＴｉ，δ珔θ的

解为珚ＢＴ珚Ｂ最小特征值σｎ＋１对应的右特征向量ｖｎ＋１，
得到

δ^θＴＬＳ＝
［ｖｎ＋１，１ｖｎ＋１，２…ｖｎ＋１，ｎ］Ｔ

ｖｎ＋１，ｎ＋１
（１２）

简单ＴＬＳ估计假设矩阵珚Ｂ的所有元素均服
从独立等精度分布，而在实际应用中珚Ｂ的元素包
含许多常数，其方差等于０，而对于非常数元素，
其方差可能不相等和相关，从而导致简单ＴＬＳ估
计非 最 优 估 计，需 要 加 权。 用 Ｑ ［Ｂ］∈
Ｒｍ（ｎ＋１）×ｍ（ｎ＋１）表示珚Ｂ 的协因数阵，加权总体最小
二乘问题可表示为

ａｒｇｍｉｎ
δ^θＷＴＬＳ，ΔＢ^

｛ｖｅｃ（Δ珚Ｂ）ＴＱ［珚Ｂ］－ｖｅｃ（Δ珚Ｂ）｝

（珚Ｂ＋Δ珚Ｂ）δ珔θ
烍
烌

烎＝０
（１３）

式中，Ｑ［珚Ｂ］－表示Ｑ［珚Ｂ］的广义逆矩阵；Δ珚Ｂ表示珚Ｂ
的改正值；ｖｅｃ（·）将表示将矩阵元素按行排列得
到的向量，由于珚Ｂ可能包含常数从而导致Ｑ［珚Ｂ］
大多奇异，不便于求解。为了简化计算，假设珚Ｂ
按行独立，此时的 ＷＴＬＳ问题可简化为按行独立
的ＴＬＳ问题，珚Ｂ的协因数阵是一个分块对角阵

Ｑ［珚Ｂ］＝
Ｑ［珚Ｂ１］ … ０
 

０ … Ｑ［珚Ｂｍ

熿

燀

燄

燅］
（１４）

式中，Ｑ［珚Ｂｉ］∈Ｒ（ｎ＋１）×（ｎ＋１）表示第ｉ行元素的协因
数阵，由于珚Ｂｉ＝［Ｂｉｆｉ］，其形式为

Ｑ［珚Ｂｉ］＝
Ｑ［Ｂｉ］ Ｑ［Ｂｉｆｉ］

Ｑ［ｆｉＢｉ］ Ｑ［ｆｉ［ ］］ （１５）

文献［１１］将 ＷＴＬＳ的解算分成两个计算步
骤，简化为求解一个无约束条件的极值问题，用数
值迭代计算来实现。其核心思想是不直接求系数
矩阵每个元素的改正值，而是先假定参数固定，仅
考虑系数矩阵的方差，经误差的线性传播得到残
差的方差，用残差的加权最小二乘代替系数矩阵
元素的加权最小二乘，得到参数的估值，然后进一
步求出系数矩阵元素的改正值，经迭代直至收敛。
令ｒｉ＝珚Ｂｉδ珔θ 表示残差，若不考虑参数的误差，残

差的协因数阵为

Ｑ［ｒｉ］＝δ珔θＴＱ［珚Ｂｉ］δ珔θ （１６）

此时Ｑ［ｒｉ］不再是奇异矩阵，原问题等价于以下
子问题

δ^θ＝ａｒｇｍｉｎ∑
ｍ

ｉ＝１
ｒｉ（δθ）ＴＰ［ｒｉ］ｒｉ（δθ） （１７）

然后得到参数和系数矩阵的改正数

δ^θ＝（ＢＴＰ［ｒ］Ｂ）－１　ＢＴＰ［ｒ］ｒ

Δ珚Ｂ＝
ｒ１（δθ）ＴＱ［ｒ１］－１珔θＴＱ［珚Ｂ１］



ｒｍ（δθ）ＴＱ［ｒｍ］－１珔θＴＱ［珚Ｂｍ

熿

燀

燄

燅

烍

烌

烎］

（１８）

若要进一步求观测值的改正数，顾及式（５）、
式（１０）得到

ｒ＝－ＡＶ （１９）
根据式（１９）无法得到Ｖ的唯一解，根据最小二

乘准则ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ（Ｐ＝Ｑ－１表示观测值的权阵），
相当于经典条件平差问题，得到观测值的改正数［１］

Ｖ＝－ＱＡＴ（ＡＱＡＴ）－１ｒ （２０）

４　一致性证明及分析

由式（５）和式（１０）得到以下关系

ｒ＝－ＡＶ＝珚Ｂδ珔θ （２１）
根据误差传播定律，得到残差协因数阵的表

达式应为

Ｑ（ｒｉ）＝ＡｉＱＡＴ
ｉ （２２）

在总体最小二乘方法中，由于不求Ａｉ，此时
残差的误差不宜采用式（２２）计算，若用上标“～”
表示真值，则残差与系数矩阵和观测值之间的关
系表示为

珓ｒｉ＋Δｒｉ＝（珚
槇
Ｂ＋Δ珚Ｂ）（δ珔

槇

θ＋Δδ珔θ） （２３）

忽略高次项，得到真误差之间的关系

Δｒｉ＝珚
槇
ＢΔδ珔θ＋Δ珚Ｂδ珔

槇

θ （２４）
按误差传播定律，不考虑δ珔θ和珚Ｂ 间的相关

性，得到残差协因数阵的表达式

Ｑ［ｒｉ］＝δ珔θＴＱ［珚Ｂｉ］δ珔θ＋珚ＢｉＱ［δ珔θ］珚ＢＴｉ （２５）

在数值计算过程中，通常先考虑其中的一项
误差，即固定参数或固定系数矩阵，通过迭代方法
实现。在经典间接平差模型中，是不考虑系数矩
阵的误差，先求出参数的改正值后再更新系数矩
阵然后进行下一次迭代。而在总体最小二乘迭代
算法中固定参数值，得到残差的近似协因数阵后
再求参数，然后迭代。若采用式（２２）计算残差的
方差并假设各行独立，得到残差向量的协因数阵

０５
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为Ｑ［ｒ］＝ＡＱＡＴ，顾及 Ｐ［ｒ］＝Ｑ［ｒ］－１，代入
式（１８）得到

δθ＝－［ＢＴ（ＡＱＡＴ）－１　Ｂ］－１　ＢＴ（ＡＱＡＴ）－１　ｆ
（２６）

式（２６）与式（７）的解析表达式相同，从而证明

ＲＷＴＬＳ与附参数的条件平差法的结果一致。若
不采用式（２２）计算残差的方差而按式（１６）计算，
由于满足式（２１）的线性关系，两种计算方法得到
的残差的协因数阵相等。无论是残差的方差还是
系数矩阵元素的方差都是由观测值的误差传播得

到，均满足误差传播律，因而 ＲＷＴＬＳ的结果与
附参数的条件平差结果一致。下面针对几种特殊
情况来说明：

（１）Ａ＝Ｉ的情况（Ｉ为单位矩阵），此时的问
题为经典间接平差问题，根据误差传播原理，此时
残差的权即为观测值的权，代入两种计算方法的
参数表达式，得到的结果一致。

（２）Ｑ［珚Βｉ］＝Ｉ 的情况，此时ｒｉ＝Δ珚Βｉδ珔θ，

Ｑ［ｒｉ］＝δ珔θＴＱ［珚Ｂｉ］δ珔θ＝常数，根据ＲＷＴＬＳ的解算
原理，目标函数为

ａｒｇｍｉｎ∑
ｍ

ｉ＝１
ｒＴｉＱ［ｒｉ］－１ｒｉ ＝∑

ｍ

ｉ＝１

珚ＢＴｉ珚Ｂｉ ＝ｔｒ（ＢＴＢ）

（２７）
此时即为简单总体最小二乘问题，将Ｑ［ｒ］＝

Ｉ代入式（１８）中，得到两种方法的计算结果一致，
这符合文献［１２］的结论，即当系数矩阵珚Β的所有
元素均服从独立等精度分布时，ＴＬＳ方法与经典
最小二乘方法的估计结果一致。

（３）精 度 评 定 问 题，按 上 述 计 算 原 理，

ＲＷＴＬＳ的单位权中误差的计算式应为

σ^２ＴＬＳ＝ｒ
ＴＰ［ｒ］ｒ
ｄｆ

（２８）

将式（２０）、式（２２）代入式（９）中可以得到^σ２０＝
σ^２ＴＬＳ，但此时的自由度ｄｆ应该取整个线性系统的
自由度，也就是说两种算法的自由度是相等的。
并可以进一步证明，两种方法得到的观测值的改
正值、参数的协因数阵也相等。

５　算　例

５．１　经典测量平差算例
如图１水准网，其观测值和已知数据见表１，

为保证系数矩阵各行之间不相关，先按经典间接
平差方法列出误差方程，观测值的权取路线长度
的倒数。然后按下面的计算过程进行加权总体最

小二乘解算，计算结果取小数点后５位有效数字，
两种方法得到的参数和及其中误差见表２，数据
表明二者的结果是完全一致。

图１　水准控制网形

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｌｅｖｅｌ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｎｅｔｗｏｒｋ

表１　观测数据和已知数据

Ｔａｂ．１　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ　ａｎｄ　ｋｎｏｗｎ　ｄａｔａ

测

段

观测

值／ｍ
路线

长／ｋｍ
测

段

观测

值／ｍ
路线

长／ｋｍ
点

号

高程

／ｍ

ｈ１ ＋１．５０５　 ３　 ｈ４ －０．２３１　 ７　 Ａ　 ２８．４７５
ｈ２ －０．１８７　 ５　 ｈ５ ＋０．７５６　 ２　 Ｂ　 ３１．１１８
ｈ３ －１．５８２　 ６　 ｈ６ ＋０．９３７　 １　 Ｃ　 ３２．４５９

表２　两种方法得到的参数及其中误差

Ｔａｂ．２　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｖａｌｕｅ　ａｎｄ　ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ　ｗｉｔｈ　ｔｗｏ　ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍ

估计方法 ＨＥ ＨＦ ＨＤ

ＷＬＳ
２９．９６４　７４±
０．０１０　６４

３０．８９８　０４±
０．０１０　７２７

３０．１４４　８２±
０．０１４　０５８

ＲＷＴＬＳ
２９．９６４　７４±
０．０１０　６４

３０．８９８　０４±
０．０１０　７２７

３０．１４４　８２±
０．０１４　０５８

　　（１）先取参数的初值 ＨＥ＝２９．９８０、ＨＦ＝
３０．８７７、ＨＤ＝３０．１２１。按传统间接平差原理得到
误差方程，此时残差等于观测值的改正数：ｒ＝
Ｂδθ－ｆ，其中

Ｂ＝

１　 ０　 ０
１　 ０ －１
０　 １　 ０
０　 １　 ０
０　 １ －１

熿

燀

燄

燅－１ １ ０

；　δθ＝
δＥ
δＦ
δ

熿

燀

燄

燅Ｄ

；　ｆ＝

０
－４６
０
１０
０

熿

燀

燄

燅４０

；

Ｐ［Ｌ］＝

１／３　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０
０　 １／５　 ０　 ０　 ０　 ０
０　 ０　 １／６　 ０　 ０　 ０
０　 ０　 ０　 １／７　 ０　 ０
０　 ０　 ０　 ０　 １／２　０

熿

燀

燄

燅０　 ０　 ０　 ０　 ０　 １
（２）按简单ＴＬＳ方法得到参数初值。
（３）为了得到残差的协因数阵，先计算ｆ的

１５



Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１２　Ｖｏｌ．４１　Ｎｏ．１　ＡＧＣＳ　 ｈｔｔｐ：∥ｘｂ．ｓｉｎｏｍａｐｓ．ｃｏｍ

协因数阵

Ｑ［ｆ］＝Ｐ［Ｌ］－１ （２９）
（４）得到残差的协因数阵

Ｑ［ｒｉ］＝ δＥ δＦ δＤ［ ］－１ ·

Ｑ［珔ｂｉ］δＥ δＦ δＤ［ ］－１　Ｔ （３０）
式中

Ｑ［珔ｂｉ］＝
０
３×３

０

０ Ｑ［ｆｉ

熿

燀

燄

燅］
（５）求出参数，本算例由于残差的误差不受

参数影响，不需要迭代。

５．２　最小二乘拟合算例
模拟一个常见的二次曲线拟合算例，用椭圆

的参数方程珟ｘｉ＝１０＋１５ｃｏｓ（２πｉｎ
）；珘ｙｉ＝１０＋

１０ｓｉｎ（２πｉｎ
）产生１０个点（ｉ表示点的序号），并将

椭圆沿逆时针方向旋转３０°，然后在各点加上真
误差Δｘｉ，Δｙｉ～Ｎ（０，（０．０１ｉ）２）用来模拟不等精
度观测值。现按附参数的条件平差方法和

ＲＷＴＬＳ方法解算该问题，并与参数真值比较。
二次曲线的一般方程写为

Ｆ（Ｌ，θ）＝ａｘ２＋ｂｘｙ＋ｃｙ２＋ｄｘ＋ｅｙ＋１＝０
（３１）

式中

Ｌ＝ ｘ１ ｙ１ … ｘｎ ｙ［ ］ｎ Ｔ

θ＝［ ］ａ　ｂ　ｃ　ｄ　ｅ　Ｔ

将各点分别线性化

ＡｉＶｉ＋Ｂｉδθ＋ｆｉ＝０ （３２）
式中

Ａｉ
１×２
＝ ２ａｘｉ＋ｂｙｉ＋ｄ　ｂｘｉ＋２ｃｙｉ＋［ ］ｅ

Ｖｉ
２×１
＝［ｖｘｉ ｖｙｉ］Ｔ

Ｂｉ
１×５
＝ ｘ２ｉ ｘｉｙｉ ｙ２ｉ ｘｉ ｙ［ ］ｉ

ｆｉ
１×１
＝ａｘ２ｉ＋ｂｘｉｙｉ＋ｃｙ２ｉ＋ｄｘｉ＋ｅｙｉ＋１

将上面的方程作为约束条件并考虑观测值的

权后得到附参数的条件平差的解算结果，由于Ａｉ
的系数与参数有关，因此也需要迭代计算。而在
进行加权总体最小二乘计算时，需要得到珚Ｂｉ的协
方差阵，而珚Ｂｉ的协方差阵是观测值传播得到的，
其计算式为

Ｑ［珔Ｂｉ］＝
２ｘｉ ｙｉ ０　 １　０　０
０ ｘｉ ２ｙｉ［ ］０　１　０

Ｔ Ｑｘｉ Ｑｘｉｙｉ
Ｑｘｉｙｉ Ｑｙ

熿

燀

燄

燅ｉ
·

２ｘｉ ｙｉ ０　 １　０　０
０ ｘｉ ２ｙｉ［ ］０　１　０

（３３）

根据上述计算步骤，取简单ＴＬＳ的结果为初
值，以‖δθ‖＜１０－８作为迭代结束标志，本算例一
般经３～４次迭代即可收敛，模拟１０００次，两种方
法得到参数及其误差的差值都在１０－９数量级以
下，说明主要是数值计算误差。表３是随机选取
的一组观测数据，解算结果见表４（取小数点后６
位有效数字），表明估计结果完全一致。

表３　模拟观测数据

Ｔａｂ．３　Ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ 像素

点号 Ｘ　 Ｙ 叠加误差

１　 １３．２６７　 ２９．３８３　 ０．０１

２　 １．８９１　 ２９．０７７　 ０．０２

３ －８．８４２　 ２２．８８７　 ０．０３

４ －１４．７３６　 １３．１９３　 ０．０４

５ －１３．５９７　 ３．７０５　 ０．０５

６ －６．０２７ －２．１４５　 ０．０６

７　 ５．３９８ －１．８０１　 ０．０７

８　 １６．１４１　 ４．３６８　 ０．０８

９　 ２２．０２７　 １４．０７７　 ０．０９

１０　 ２０．８２５　 ２３．６４１　 ０．１０

表４　不同方法的估计结果

Ｔａｂ．４　Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｅｓｔｉｍａｔｅｄ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄｓ

估计方法 ａ　 ｂ　 ｃ　 ｄ　 ｅ

真值 －０．００９　７７３　 ０．００５　５１１ －０．０１２　９５５ －０．００３　７４１　 ０．３３３　７５３
ＴＬＳ估计 －０．００９　６７４　 ０．００５　３９６ －０．０１２　７０９ －０．００３　０８２　 ０．３２６　６３９

ＷＬＳ估计
－０．００９　６９２
±０．０００　１４２

０．００５　４６３
±０．０００　１１０

－０．０１２　７６５
±０．０００　２２６

－０．００３　４６８
±０．００１　１９４

０．３２８　１５７
±０．００６　３８７

ＲＷＴＬＳ估计
－０．００９　６９２
±０．０００　１４２

０．００５　４６３
±０．０００　１１０

－０．０１２　７６５
±０．０００　２２６

－０．００３　４６８
±０．００１　１９４

０．３２８　１５７
±０．００６　３８７

５．３　算例分析
以上选用了两个比较典型的算例，算例１选

用经典间接平差问题并且采用实测数据，由于水

准测量的条件方程本身就是线性的，可以避免线
性化对估计结果可能造成的影响，计算过程中不
需要迭代。第２个算例选择曲线拟合问题，采用

２５
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不等精度的模拟数据，并采用迭代方法来求解，两
个算例得到的参数值及其方差完全一致。结合前
面的理论分析可知：加权总体最小二乘与经典附
参数的条件平差是同一模型的两种不同解法。附
参数的条件平差法以一个等式条件为约束，以原
始观测值的加权最小二乘条件为目标函数，加权
总体最小二乘是以加权增广系数矩阵的最小二乘

条件为目标函数，以一个齐次线性方程为约束条
件，而在计算中，将每行元素的改正数和对应的方
差转换为等价的残差和对应的权，而这些误差均
是由观测值的误差传播得来的，因而估计结果是
一致的。但有些研究成果表明二者的结果并不完
全一致，这可能是以下原因造成的：① 若增广系
数矩阵各元素服从独立等精度分布，则简单ＴＬＳ
估计和ＬＳ估计结果应一致，但实际应用中由于
矩阵元素有很多常数，导致每个元素并非服从独
立等精度分布，从而引起差异；② 假设元素之间
按行或按列独立，残差等精度等，而未考虑元素之
间准确的相关关系；③ 未进行迭代计算；④ 单位
权中误差的计算方法不一致。

６　结　论

（１）对于ＥＩＶ问题，加权总体最小二乘与经
典附参数的条件平差问题估计结果一致，二者是
同一测量平差问题的两种不同解法。

（２）在进行加权总体最小二乘时，关键在权
阵的选取，必须分清观测值、参数、系数矩阵元素、
残差之间的误差传播关系，特别是矩阵元素的方
差，否则将会导致总体最小二乘方法与经典平差
结果不一致。

（３）由于ＲＷＴＬＳ估计方法中，残差与参数
初值有关，因此需要迭代计算，而且需要注意参数
初值可能导致的迭代发散问题。

（４）两种估计方法虽然在理论上是一致的，
但计算的复杂程度不相同，建议根据不同的函数
模型选用平差方法。对于经典大地测量问题，由
于线性化后系数矩阵元素的误差关系复杂，建议
选用原有经典平差方法。而对于数字摄影测量、
三维激光扫描数据等中的数据拟合、坐标变换、核
线估计等问题，系数矩阵大多只包含观测值且按
行分块独立，则选用ＲＷＴＬＳ方法更为方便。
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的不合理性，实质上是将多维平差问题转换为多
个一维问题进行讨论，其优点在于无需进行平差
计算，仅依据平差问题的函数模型，因而适用于一
般的平差问题。
由于各种粗差处理方法均不能正确处理不可

发现和无法定位的粗差，为消除或减弱其对平差
结果的影响，使用稳健估计等方法之前应当采用
局部分析法分析平差问题。
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